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§1序
　　q＝（q、，92，…，qn），　P＝（P・，　P2，…，　Pn）∈R”，
　　　　　　　　　　　　t　　　A　　　 H＝H（q，P）：Rn×R”一→R，　CD°－claSS
として，次のHamiltonian　systemを考える．
　　（H）　　　q，ニHPi，　A＝一　Hqi；i＝1，2，…，　n．
　P．Rabinowitz［R］は次の興味深い結果を得た．
　定理1．　あるenergy曲面
　　　　　　　　　　H－i（h）＝｛（9，P）；H（9，　P）±h｝
がstar・shapedであれば，・その上に（H）の周期解が存在する．」
　　　　　　　　　　　　　、ノ’
P　　　　　　H－1（h）
0 9
一　1　一
　Hamiltonian　H（q，　P）は古典的には，運動energyとpotentialの和であ
る．そこで，次の定義をする．　　　　　　　　　　＿’
　定義　　次のような形をしたHamiltonian　H＝H（q，　P）を古典的と呼ぶ．
（1・・）　H（q・　P）一麦鞠）ρ・ρ・＋σ（q）
　ここで，i，ノに関する和の記号は省略し，また行列（atf（q））は正定値対称
である．
　　　　　　　　σ＝σ『（q），ai』aiゴ（9）：Rn－→R，伊．
　このノートで示すのは，次の定理である．［H］
　定理2．　古典的なHamiltpnian　H＝H（g，　P）に対し，あるenergy曲
面H－1㈲がcompactであれば，その上に（H）の周期解が存在する．
／H｝1（ゐ）
　ここで．はっきりとは書かなかったが，以下，次のことを仮定する．
　（1．2）　　　hはHのregular　valueである．
　そうでないとき，すなわちH－i（h）上にHのcritic興l　pointがあるとき
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　sには，そこが自明な周期解とみなざれるからである．　　　『　
　energy曲面が，　compactでないときには，次のような簡単な例が，周期解
がない場合を与える．
　xyZ空間で，垂直方向に2軸をとるとき，重力加速度9を受けて，自由
落下する質点mのpotentialはU＝mgzであり，対応するHamiltonianは
　　　　　　　　　　　　　　　一2　一
　　　　　　　　　　H＝＝，h（P・2＋Py2＋P・2）＋m・・　　　’
である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　この場合，あきらかに周期解はなく，すべてのhに対して，H－i（h）は
compactでない．
　いまq∈Rnとしてきたが，もっと一般にqはひ一manifold　M上にあ
るとしてもかまわない．そのときHamiltonian　HはMのcotangent　bundle
T＊M上定義され，（H）に対応するT＊M上のvector丘e！dξEは9（ξH，・）
＝dHで与えられる．ここに9はT＊M上のcanonical　symplectic　2　form．
　この場合もHamiltonian　H：T＊M－→Rカミ古典的というのを
　　　　　　　　　一H（・）－el　・　12＋σ（・・（・））
と定義する．
　ここに，z∈T＊Mに対し，　l　z　lはMのRiemann計量からinduceされ
るT＊Mでのノルム，π＊：T＊M－一→M；projectionである．
　このときにも，定理2が，そのまま成り立つ．
T“H－1（h）
H曹1（ん）in　T＊M
M
　π＊H－’t（h）　uDnのときには，　H．　Seifert［S］が定理2を与えている．我々
のそれは一般のcompact　manifold　with　boundaryであり，証明の方法も異
　　　　　　　　　　　　　　一3一
なる．
　以下では，M」　Rnのようなつもりで書いてゆくが，一般のmanifold　Mへ
の読みかえは，容易である．
　ただ，以後微分幾何的計算が少しあるので，q∈Mのindexは上に書く：
　　　　　　　　　　　　qニ（q1，92，…，　qn）．
　定理1，2はともにMini－Max原理で証明されるが，定理1がHalniltonの
変分原理
δ∫［P4－H（q・　P）］dt－・
を用いるのに対し，定理2はMaupertuis－Jacobiの変分原理を用いる．
　それは§2で説明するが，直接計算をするだけなので，§3ではより変分原
理に基づいた証明をした．そこでは数学的にroughに書いてあるし，定理2
の証明には使わない．
　§4～7で定理2の証明を与える．他のものを見ないですむように，とくに
［Sコ等を参照しないですむようにself－containedになっている．
§2　Maupertuis－Jacobiの変分原理
　H＝H（q，P）を古典的Hamiltonian（1．1）とする．　Hに対するHamilto・
nian　system（H）は，次のLagrangian　systemと同値であることをまず示
す．
　（α¢りの逆行列を（砺）とし，運動energy　T＝T（q，4）を
（2・・1）　T（9，　Q）；麦…（q）q・4，
Lagrangian　L＝L（q，¢）を
　（2・2）　　　L（9，　4）＝T（9，　4）一σ（9）
と定義したとき，Lagrangian　systemとは
　　（・）舌券一券
のことである．
　（L）は変分問題　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　－4一
（2・・3）　δSL（9・　q）dt－o
のEuler．Lagrangeの方程式である。　Lの4に関するLegendre変換がHに
なることを示す，実際
②・）P・一矧妤齦ｫ’
とするとゲは逆に
　（2．5）　　　　ウ乞＝α乞ゴ1）ゴ
と解けて
　　　　　　　　　H＝ρず一L
　　　　　　　　　　ゴρ卿・一（’ll－a・」・・kP・adtPt一の
　　　　　　　　　　一麦のψ・＋σ
が得られる．
　このことから，解析力学の通常の議論から求めることが得られるが，ここで
は，直接にそれを示しておこう．
　つまり，g（t）が（L）の解であれば，（2．4）で定義されるP（t）とあわ
せて（H）の解となり，逆に（q（t），P（の）が（H）の解であれば，（g（t））
は（L）の解である．
　実際HPiニα％ゴであるからゲ＝HPiは（2．5）または（2．4）そのもので
あり，
　　　　　　　　　．　　d　∂L　　　　　　　　ρ乞＝万万
　　　　　　　　　＝一璃乞
　　　　　　　　　一一麦羅ρ’ρrα　　　　　　　　　　　（　　　∂uu，＝　　　∂qi）
一一Q募…伽ゲーu，
＝者＠雑）q’a・・qM－・Ut
一去除ゲゲーu，
＝重互
　∂qt°
一　5
ここで・一ﾅ（・欄を使・た・鰹
’さて，Maupertuis－Jacobiの変分原理を，微分幾何的にいえば，次のような
ことになる．　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　　’
　全energy　T＋U≡hを固定する．
　（L）の解qωに沿ってT（gω，ウω）＋U（q（t））は一定であり，T≧0
であるからg（t）は
　　　　　　　　　　　　w≡｛9；σ（9）≦ゐ｝
の中にいることになる．仮定（1，2）から，hはUのregular　valueでもあ
るからWはmanifold　with　boundaryであり
　　　　　　　　　　　∂w＝｛9；u（q）＝h｝
　　　　　　　　　　　　Int　W＝｛9；σ（9）＜h｝
となる。Int　WFで次の形のRiemann計量を考える。
（・．6）d・・－S（h一σ（・））・1・d・’d・・’・
これをhに対するJacobi計量といラ。
Maupertuis・Jacobiの原理とは・全energy　hの（L）の解a（t）は・Int　W7
において，変換
（2．・）・－S：lfA、d‘
によって，q（s）がhに対するJacobi計量（2・6）に関するgeodesicである
ことをいう．
　ここにll9はJacobi計量9に関するノルム・
　以下にこのことを示す．
う細一者・・ゴ（・）とおくと・の成分は・炉（h一σ（q））b・i　（q）となる
まず（L）を陽な形に書きなおす．
T一嫡’から券一・b・」a’　・
・苦静一肇4脚邸一方
募一舞ウ・ゲ噸であるから（・）は・
一6一
　　　　　　　2岬＋（券＋雛一際）4・ゲ＋Ul・一・・
　　（6ゆ一1＝（bi」），び＝扉研　とおくと，結局この式は
（・・）響＋｛ノ・｝’誓讐＋tσ1－・
となる．ここで｛ゐ｝’は砺（q）に関するChristoffelの記号．
　σが定数のときには（2．8）はRiemann計量砺（q）dqidgiに関するgeo－
desicの方程式であり，このことは，変分問題（2．3）を考えれば，首肯され
る．
　｛ゐ｝を9i」＝（h一σ）bi」に対するChri§toffelの記号とすると　｛」ik｝と
｛iゴh｝’の簡には
　　　　　　｛ノ・｝＝｛ゐ｝L音（h一σ）一・（δ…u・＋δs　Uk　－bik　Ut）
の関係がある．
　さて，q＝q（t）を全energy　hの（L）の解とする．このとき
（・・）T（・（t）・畜）＋σ（q（t））E・・
　変換（2．7）から
　　　　　　　髪1－1碧劉∴
　　　　　　　　一［（h－．σ（・（t））・T（・（・）・2／）］112
　　　　　　　　＝h一σ（g（t））　（（2．9）から），
　　　　　　　＄一老r（h一ひ（9（t）））
　　　　　　　　一一切票・
（2．8）から　　　　　　　　　　　　’
　　・一馨（dsdt）2＋薯雅＋｛・㌔｝’讐讐（釜）2＋者ひ
　　　一窯¢＋（dsdt）’2誓（一σ・讐・審）
　　　＋［｛i・k｝＋麦（h－u）一・（δ…U」＋δ・」・Ul・・一・b・・　Ui）］薯讐
　　　＋（dsdt）－2壱ぴ　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　L7一
　　　一馨＋｛ゐ｝・誓薯一（畜）－1・欝防・誓
　　　＋麦（h－u）一・［薯研誓＋」誓α響］
　　　一±（h一σ）－w誓薯＋（審）－2・参ぴ
　　　一欝＋｛ゐ｝薯票
　　　＋参ぴ（dsdt）一“2［1－（h一ω一・ゐ踊薯誓］
　　　　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　　　　　　　　T
　　　＝馨＋｛ゐ｝薯・誓．
　この式は，g（s）が9に関するgeodesicであることを示している．
　逆にqoをInt　W内の点とし，　qoを始点とするgに関するgeodesicを考
える．
　q（t）を，q（0）＝・qo，4（0）は，方向がそのgeodesicと同じ方向，大きさ
は，全energy　T＋σ＝hとなるような（L）の解とする．
　このq（t）から先のようにgeodesic　g（5）をっくると，これは，始点と打ち
出す方向が同じだから，parameterを除いて，最初のgeodesicになってい
る．
　これでMaupertuis－Jacobiの原理が，示された．　鰯
§3．．変分原理と微分形式
　§2では，Maupertuis・Jacobiの原理を直接計算で示したが，ここではもっ
と変分原理に基づいた方法で示してみよう．
　まず，最小作用の原理との関連で，Euler－Lagrangeの方程式の導き方を思
い出しておこう．
　Xをmvector，
　　F・F（x，ab，　t）：R2肌＋1－一→R
をCC°函数とする．
　X・，X2∈Rmを固定して，時刻t1でX、，　t2でX2にいる曲線
　　　　　　　　　　　　　　一8一
　　諾ω：［t・，t・コー→即
のうちで，積分
　　　　　1－～：：F（x・th’　t）dt
を最小にするものをさがすのが目的である．
　この問題の解をX，その変分をδXとすると，
tニt、，t2での境界条件から
　（3．1）　δ¢㈲＝δx（t2）ニ0．
　1の変分をδ1と書くと
　　　　　　δ1＝1［x＝x十δx］－1［x＝x］
　　　　　　　＝　‘1
　　　　　　　－）tl　　鋼δ・＋署（・・
Rm
りじ工
　　　　　　　！li［F（x＋δx・th＋δあt）－F（x・ab・t）］dt
　　　　　lll［男審＠，鋼・x＋蕩吋・t）6x］dt
　　　　　　　－～：1［謬＠，鋼一謡農（・・一・，　t）］δ・dt・
　ここで，δxに関する2次以上の項は省略し，部分積分のところでは（3．1）
を使った．
　このことを
　　　　　　　δ塞｛，）一募（・，一・・，t）－illr－ilitt（μ・t）
というふうに書くゼ
　　　　　　　　　　　　　　　δ1　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　δx（t）
　がEuler－Lagrangeの方程式である．
　ここで，（3．1）の条件は部分積分のところで使うのだから，たとえばFが
¢を含まないようなときは，この条件は必要ないことに注意しよう．
　Lagrangian　system（L）はまさに
　　　　　　　　　　　　　x＝q，F＝L（9，4）
としたときのEuler－Lagrangeの方程式である．
　．このように，自然の運動がLagrangianの積分（作用積分）を最小にする
　　　　　　　　　　　　　　　一9一
ように行なわれるということを最小作用の原理という．　　　　　；
　これは自然界における最も基本的な原理で，Dirac・Feynmanの定式化を通
して量子論においても重要な役割を果たす．
　Newtonの方程式
　　　　　　　　　　　　　嘘一誌σ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　「　と，Euler・Lagrangeの式
　　　　　　　　　　　　　d　∂F　　∂F
　　　　　　　　　　　　　dt　∂廊　　∂x
と運動energy
　　　　　　　　　　　　　　T一者厩・
を見ていて，Lagrangeは彼の名を冠せられる函数型
　　　　　　　　　　　　　　L＝T－u
を発見したのかも知れない．　　　　　　　　　　　　　．
　さてHamiltonian　H＝H（q・P）は・Lagrangian　L＝L（q，4）から，4に関
するLegendre変換
　（3・2）　　　H＝P4一五
として得られる．ここに　　　　　　　　　　　　　　　　　．
（3・・）ρ一?E
　式（3・2）の意味は・（3・3）を逆に解いて4＝g（q，P）とし，（3．2）の右辺
に代入レて，Hを9とPの函数とみなすということである，．
　我々の場合は
　　　　　　　　　　　L→a・ゴ（・）4a」一　u（・）
から鮭鯵一a・d・（・）・Q・
であるからウ乞一鞠）P・と醐てH（・・P）一者噛）勘＋U（・）．8・f・
る．
　さて（3．2）からは
　（3・4）　　　L＝　P4－H　　　　　　・
となるが（実際五はHのPに関するLegendre変換として得られる．
　　　　　　　　　　　　　　　－10一
Legendre変換はinvolutive）このことから，　nal’veに考えて，・Hamilton
の方程式が
　（3・5）　x＝（9，P），　F＝Pq－H（9，　P）
に対するEuler－Lagrangeの方程式であることになる．
実際蕃一二署器一¢箒書号一畦拶・であ・から・
　　　　　　　　　　ρ≒詔ボー器一一誓・
　　　　ヒ　　　　　　’　1　　　　　ン．・・一老「器一謬一q一署
　　　　　　　ヒとなり，（H）が得られる．
先に臆・た・うに・≧蘭のFの中・・唖・・ないから，変分問題を考え
るときの条件の中には，Pに関する境界条件は必要ない．（δP（ti）ニδP（t2）＝0
のこと．ただしこれを課してもかまわない．同じ方程式が得られる．その方が
Pと9が対称でよい場合もある．）
　整理すると，最初のconfigurationで考えて，　t　＝t1でql，　t＝t2でq2に
いる運動は　　　　　　　　　　　　．．．．．．、　L　　　i
｛i｝曲線族　　　丁，　　　　！　　　　　　　　　＼
　　　　　　　　L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　　　　　　　　｛　　　1　　　　　　　　・・　　　　　　　CL＝｛q：［t、，　t2コー→Rn；q（tt）＝qi，　i；1，2｝
　　　　　　　　　、　　　　　　，i
の中で積分
　　　　　　　　　　　　IL［9］－1：：L（q，　a）dt
を最小にするもの，
㈹　曲線族
　　　　　　　Cu＝｛（q，ρ）：［ti，　t2コー→R2n；q（ti）＝9i｝
の中で積分
　　　　t　　　　IH［q・Pコー1：：［ρ4－H（9・P）］dt
を最小にするもの，
という，2通りの方法で表わされるということになる．
　CLの曲線9ωに対し，　CHの曲線
　　　　　　　　　・（・ω・P（t）一号（・（t）・Q（t）））
　　　　　　　　　　　　　　　－11一
を対応させる写像を
　　　　　　　　　　　　　　φ：CL－→Cπ
と書く．いまの場合
　（3・5）　　　II）i（t）＝　aiゴ（q（t））　Qd（t）
である．
　これによってC■の元と，Cπの元を同一
視することができる．すなわち，右の図式が
可換になる．
　φによってCゐはCHに“embed”され，
一般には下図のような状況になる．
IL　CL
　　Φ
CL　一→R
　eti
Φ（CL）
　すなわち，C■の中でILを最小にする元は，　Cπの中で届を最小にしな
いかもしれない，
　しかし，いまの場合は下図のようになっているのである．
　すなわち，C■の中でLを最小にするqoに対応するφ（qo）＝（qo，　Po）は
Cπの中で盈を最小にする．
　実際，逆に考えて，（qo，　Po）をC■中で血を最小にするものζすると，
〈qe，　Po）はEuler－Lagrangeの方程式すなわち（H）をみたすわけだから
　　　　　　　　4・一署（…P・）云噌・i－・i」（・・）P…
一12一
㌃CL
90
　Φ
（go，、P。）
　．°．　（3．5）から　（qo，　Po）＝φ（qo）　　鰯
さて，Hamiltonian　H＝H（9，　P）に対しHamiltonの方程式
（H）
は，変分原理
（3．6）
　　　　，　　∂H∂HQ＝ﾂ「・P＝一一万
δ～［PQ－Mdt－o
から導かれることを述べてきたが，（3．6）の積分は
SrPdq－　Hdt
とも書かれる．
　ここにrは
　（3．7）　　　　γ＝（9（t），　P（t），　t）
なるR2n＋1における曲線である．
　ここに表われる1－form
　（3．8）　　　Pdg－Hat
をPoincar6－Cartan　formという．
　余談ながら，この式には，量子論における不確定性のdualな関係Peq・
He　tと，相対論におけるLorentz計量が含まれている。だれかこの式をみ
て，相対論的量子論に想到できなかったものか．
　補題3．　1　ωをR2n＋1上の2－formとする．このときヨξ∈R2n＋1＼0，5．　t’
　　　　　　　　　　　　　　－13一
ω（ξ，・）＝0．
（証明）ω（ξ，η）はある反対称な（2n＋1）X（2n＋1）matrix　A，　AT＝－A，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Lでω（ξ，η）＝（Aξ，η）と書ける，ここで
　　　　t　　　　　　det　A＝det　AT＝det（－A）＝－det　A
からdet　A＝0　　∴　ヨξ≠O　s．　t．　Aξ＝0　　霧
　Poincar6・Cartan　form　θ＝pdq－Hdtの外微分　　　　　i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も　　　　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！　　　　　　　　　　　ω＝4θ一dPAdg－dH〈4・＼　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tはR2n＋1上の2－formであるが，補題3．1から保証される。ξの形を洗めてみ
よう．
　Hはtを含まないから
　　　　　　　　　　　dH一翠雌謬4A・　　　°’
またdl》〈dgは
　　　　　　　　　　　　dP〈dgニdP，〈dqi
の意味である．cotangent　bundleに座標をいれている．ので，　indexが上下に
ついていて少し混乱しそうである．
　そこで，Pi＝qn＋i，　t＝q2n＋1とおき，　indexが上と下にないときに和をとる
ときはΣをあらわに書くことにする．
　このとき
　　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　2n　　　　　　　　ω＝Σdq”＋i〈dq‘一　Z　Hidqi〈dg2n＋1．
　　　　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　t＝1
ここにHi＝∂H／∂gi．
　したがって∂t＝∂／∂qiとおくと
　　　　・（・・…）一禽［・野δ1－・：・’δ9・］一塑瞬・・一・剛
　　　　　　　　一禽［δ9＋¢δ重一δ羅・唇δ1］一（H・δ㍗・・－H・δ1・n・・）．
　　∴　ω（ξゴ∂」，プ∂k）ニξ’プω（∂ゴ，∂k）
　　．　　一禽［ξ轡一ξ劉一（ξ’H・・…＋・一ξ・・＋・H・…）・
　　　　　　　　　　　　　　－14一
そこで，ξニξゴ∂」，ηニη々∂kに対しω（ξ，η）を（Aξ，η）の形に表わすと
　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　晦
　　　　　　　　　1一ロー一’P’一一一一一一”－1燭’一’一，一一一一一一一一　rr　一一一n
　　　　　　　　　電　　　　　　　　11　　　　　　　｝Hll　　　　　　　　　零　　　　　　　　　　　　　1　、　　　　　　　　　　　1　　巳　l
　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　　t　　、　　　　　　　　　t　t　l?ー???ーー????????????ー?
????????…????
、
??、??、、??一?、一岬 、?
「，
二
＼ 、
1－＿一一＿＿ロー一‘＿＿＿a＿一＿＿＿〇一韓一＿一＿－1騨＿＿－1
1－Hl…－H。1－Hn＋1…－H2・　1
L＿印一一一＿＿一＿＿．一一」＿＿，一＿一＿脚＿＿＿＿＿⊥＿＿＿一
、　　　　　　　　I　　　l
、　　　　　　　電　1　瓢
　、　　　　　　　　巳　　巳　　1
　　’・、lli
　　　、　　　塵　　　　重　　　　・i　1・　tin　l
　　　　　iH芋1i
　　　　　1　　　　10　出　　　　　l　　l　　l　　　　　星　　1　　1
　　　　　・一、　　　　　lH2n・
　　　　　、　1　　　　鼠　　　　　　O　l　　　　　　　　l
となる．
　この形から， ．4のrankが2nであり，
（Hp，－Ha，1）＝（Hn＋1，…，　H2n，一一　H，，…，－Hn，1）
が0に属する固有vectorであることがわかる．
　このvector場からgenerateされる9pt一空間R2n＋1盈内の二flow
　　　　　　　　　　　　　　（9（t），P（t），　t）
は，0＝Hp，φ＝－Haなのであるから，　Hamilton系∫（H）の解曲線（にt
をつけ加えたもの）になっている．
　一般に，奇数次元の多様体上の2－form　9は
　　　　　　　　　　　　　　9（ξ，　　。）ニ0
なるvectorξ全体が1次元部分空間を張るとき，　non・singularであると言わ
れる．
　いま述べたことから，θ＝Pdq－Hdtの外微分dθ＝dP〈dq－dH〈dtは
nOn・singularである．
　　　　　　　　　　　　　　　－15一
　このとき，この1次元部分空間が定め局“方向”が決まるが，この方向に沿．
うflowをvortex　li皿eという．曲線の“形”は定まるが，　parameter付けは
決まらない．
　いま述べたことから，（q（t），P（t），　t）はθの1つのvortex　lineになって
いる．
　いまqpt空間で1つの閉曲線γ1を考え，その各点から出たvortex　line
を連ねたものをvortex　tubeという．
　このtube上に，γ、と同じ方向のもう1つの閉曲線γ2を描くと，
（3・・）f，、θ一f，，θ・
　実際，上の図で，斜線をっけた部分をσとすると，適当に向きをつけて
　　　　　　　　　　　　　　　∂σ＝γ2一γ、
であり，一方でσの接平面はvortex　lineを含むから定義から
・－ P。d・－1、。θ一∫，、θ一1，、e・
　また，このγ1，γ2として，とくにt＝一定のものをとると，dtの部分は
消えるから
∫，，Pd・　一　S，、Pdq
　　－16‘一
が得られ，γ1，γ2をboundaryとする小さなsimplexを考えると，このこと
はflowに沿って2－form
　　　　　　　　　d（ρdq）＝＝dρ〈dg＝属砂・〈49乞
が不変なことを意味し，このことはまた
　　　　　　　　　　　（dP〈dg）n＝const　X　Vol
が保存することを示し，Liouvilleの定理が導かれる．
　さて，いまH＝H（q，P）はtに依存しないとしているから，　solutionに
沿ってHの値は保存される．すなわちh∈Rを固定すると
　　　　　　　　　　　　　　Σ等H－1（h）
は1つのinvariant　setになる．
　いま，あるopen　setで
　　　　　　　　　　　　h＝H（q，P）
が， PFK（Qs．・P，　T；h）　　・
Q＝（92，…，（7n）
　　　　　　　　　　こも
P＝（P2，∵，　Pn）　　　　・
T＝－91
と解けたとする．
　このとき，Q，1），　Tは（2n－1）次元多様体Σの1っのlocal　coordinate
を与え，
　　　　　　　　　　　　・Pdg＝PdQ－K4T
となる．
　ここで，左辺は，2n次元qP空間上の1－form　Pdgを（2n－1）次元部
分多様体Σに制限したものを同じ記号で表わした．
　さて，
　　　　　　　　　　γ（t）＝（（～（t），　1）（t））；tl≦t≦’2
をΣ上のsolutionとする．これをΣの座標QPTで表わして
　　　　　　　　　　（Q　（t），P（t），　T（t）），　t、≦t≦t2
と書く．
　　　　　　　　　　　　　　－17一
　このとき，γ（t）はΣ上のcurveとしてΣ上の1－form：PdQ－KdT
のvortex　lineになっている．
　実際，ξ＝dγ／dt＝（ag／dt，　dP／dt）をΣの接vectorとすると
　　　　　　　　　　　　　ξ＝（ξ，　∂／∂t）
は（2n十1）次元空間qPt－spaceのvectorとして
　　　（3．10）　　　　d（Pdg－一一　Hdt）（ξ，　．）＝0
をみたしている．
　ηをΣの任意の接vector　（始点はξと同じ）とし，
　　　　　　　　　　　　　考r＝（η，　∂／∂t）
とおく．このとき（3．10）から
　　　　　　　　0＝d（Pdg－Hdt）（ξ，　ガ）
　　　　　　　　　＝dP〈dq（ξ，　η）－dH〈dt（ξ，　ガ）．
　ところが，ξ，ηはΣに接しているのでdH・ξ＝＝dH・η＝0，したがっ
て，この第2項は消える．
　　　　　　　　　　。°．0ニd（Pdq）（ξ，　η）
　　　　　　　　　　　　＝＝d（PdQ－KdT）（ξ，　η）．
このことは，ξがPdQ－KdTのvortex　lineの方向を与えることを示して
いる．　翅
　したがって，Tをあらたに変数にとることによってγを
　　　　　　　　　（Q（T），P（T），　T），
　　　　　　　　T1≦T≦T2，　T1ニT（t1），　T2ニT（t2）
と表わすと，γは
　　　　　　　　γ：（Q（T），1）（コ「），コ「1），T1≦T≦T2
　　　　　　　　　　Q（T、）＝Q、，Q（T，）＝Q2
なるcurveのうちで，
　　　　　　　　　　　　　iテPdQ－KdT
を最小にするものである．
一18一
P　　　　　　　　Tl　　　　　　　　T2　　　　　　　　　　　　　　T
　γのparameterをtにもどすとγは
　　　　　　　　　（Q（t），Pω，　T（t）），　t・≦t≦t2
　　　　　　　　　Q（彦、）＝Q、，Q（t、）＝Q2
　　　　　　　　　T（t、）＝T、，T（t2）＝T，
なるcurveのうちで
　　　　　　　　　　　　　　　1麹
を最小にするものであるということができる．そこで，次のことが証明された
ことになる．
　補題3．2　Hamiltonian　H＝H（q，　P）を（1．1）の形のものとする．こ
のとき，（H）の解曲線（q（t），P（t））で全energy　hのものは・
　　　　　　　　　　　　　Σ　＝H－i（h）
上のcurveで，始点のq座標がql，終点のq座標カミq2のもののうちで・
積分
　　　　　　　　　　　　　　　～Pdq
を最小にするものである．
　ここに，91，92は解曲線のt＝tl，　t2におけるq一座標」
　このとき，curveの始点と終点におけるq一座標は指定するが，時刻は指定
しないことに注意する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：
　　　　　　　　　　　　　　－19一
　さて，q一空間で，91とg2を結ぶ曲線（必ずしも解曲線とは限らない）
　　　　　　　　　　　　　　9（t）；t1≦t≦t2
に対しpωを（3．3）で定義すると，（gω，汐ω）は必ずしもΣ±H－1㈲
上に乗らない．そこでtime　change
　　　　　　　　　　　　　　　t－一→s
をして，P（S）を
　　　　（3・・11）P・（・）－ai」　（q（・））薯
で定義したとき，（q（S），P（5））がΣ上に乗るようにするには
　　　　H（9（・），P（・））一麦・・’（9（・））ρ・（・）P」（・）＋σ（9（s））
　　　　　　　　　　　一去・・1（・（・））誓讐＋ひ（・（・））
　　　　　　　　　　　一者・・ゴ（・（・））讐喜（審）2＋ひ（・（・））
　　　　　　　　　　　≡h
とするために
　　　　　　　（dtds）2－・（トひ（・（s）））／…（q（・））誓票
を満たすようにすればよい。　｛q；U（q）＜h｝　なるopen　set内でこのこどは
可能である．
　このとき
　　　　（・・2）…（・（・））・讐薯一・（h一ひ（・（・）））
となっている．
　さて，このようにして得られたΣ上の曲線をγと書くと（3ゴ1）から
　　　　　　　　　　　∫，Pdq
　　　　　　　　　　　－1：：ρ・（・）薯4・
　　　　　　　　　　　－1：：…（q（・））害誓4・
となる．
　これはRiemann計量
　　　　　　　　　　　　　　　一20一
　　　　　　　　　　　　　ds2＝　aiゴ（9）dq‘dq」
に関するenergyであるが，　time　change　t＝一→sをしているため，最初
の曲線qωの幾何的不変量ではない．
　また（3．12）からまた
　　　　　　　　　　1，Pd・一～：：・側（・（・）））
であるが，これもまた不変量でない．
　そこで，曲線の“長さ”はparameter：のchangeで不変であることを考え
て，（3．12）を考慮し
　　　　　　　　Sl　　　　　　　　　　　　　　ds　ds
と書くと，これは計量
　　　（3．13）　　dρ2＝2（h－U（g））aiゴ（q）4g乞4gゴ
に関する曲線q（t）の長さということになり，幾何的不変量である．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t　　　　　　　　　　　　　　　　．　このことと補題3．1をあわせると，Σ上の解曲線（q（t），P（t））・は，・ttme
changeによって，計量（3．13）に関する測地線であるこ・とになる．
1，paq
Sli》・（・一σ（・（・）））〉砺（・（・））亙翌
これがMaupertuis－Jacobiの原理であった．
このsectionの説明は［A］に基づいている．
§4Boundaryの近傍
§2で述べたように，古典的Hamiltonian
　　　（・・）H（q，　P）一麦・・」（・）P・1）・＋σ（・）
に対するHamilton系
　　　　　　　　　　　ヒ　　　（4・2）奮一｛需・’讐一一雅
はLagrangian
　　　（4・・3）L（9，　a）一麦…（9）西・一σ（・）
に対するLagrangian　system
　　　（4・・）蕃・諭券
　　　　　　　　　　　　　　一一21＝二
　と同値である．
　　（2・・8）が示すよう｝・・b・・（q）一麦…（q），rl・・をb・・（・）に関するCh・・…－
ffeliの記号，研，ぴを
　　　（4．5）　　　　U，＝＝∂（ノ／∂qi，　U乞二biJ　Ui
　とおくと，（4．4）はまた
　　　（・・）響＋r・・礁書＋麦ぴ一・
とも書ける．
　Hのregular　value　hに対し，　H－1㈲上の（4．2）の解’（9（t），P（t））’に
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’対し，q（t）∈Wニ｛g；U（q）≦h｝であり，　　　　　　・
　　　　　　　　　　　　Int　W＝｛9；U（q）＜h｝
内においては，Jacobi計量
　　　（4．7）　　ds2＝（h－U（9））bid（9）dqidqゴ
・に関するgeodesicと“同じ形”．になる（Maupertuis－Jacobiの原理）．
．　ここで，（4．6）の解9（t）のparameter　tと，　Jacobi．計量（4．7）に関す
　るgeodesigのparameter　sとの関係は，　sが曲線のarc　lengthであるとい
　う（2．7），すなわち
　　　　（4・・8）s－1：際レ・
で与えられる．
　　ここに口は（4．7）に関するノルム．
　　さて，定理2の周期解として，次の　　　　　　　　　’
　ようなものを考える．
　　　B＝∂rvニ｛9；σ（9）＝h｝
　とおき，b∈Bに対し，　q（0）＝b，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9b（t＞
Q（O）＝0なる（4．4）の解をqb（t）と
書く．
　U（b）＝＝hであるから，9b（彦）に沿　　　　　　四　　　　　　6エ
ってT十σ≡乃である．
　　　　　　　　　　　　　　　－22一
　hはσのregular　valueであるから，（4．6）より，qb（0）￥0
　したがって，十分小さなt＞0に対し9bω∈Int　Wとなる．
　いま，ある時刻t、＞0で9bがはじめてBにぶつかったとする：
　　　　　　　　　　　　　b，　＝gb（tl）∈B．
　（4．6）はtに関し2階の方程式であるが，4b（t、）＝0であるので，そこで
qbiと接続できる．すなわち
　　　　　　　　　　　　　qb1（彦）ニqb（tl十t）．
　一方（4．6）の形からあきらかなように，q（t）が解ならq（－t）もまた解で
ある．
　したが6て
　　　　　　　　　　　　　9bi（t）＝9b（tl－t）．
　なぜなら，いずれもt＝0で初期位置b、∈B，初速度0の　（4．6）の解で
あるから．
　よってqb（tl十t）＝qb（t1－t），とくにqb（2t1）＝qb（0）＝bである．つまり9b
（t）は周期2t1の周期解であるということになる．
　以下では，このような形の周期解の存在を示し，定理2を与えることにす
る．
　Maupertuis・∫acobiの原理から，このことは次のように言うことができる。
　補題4．1　　W内のcurve　　　　　　　t
　　　　　　　　　　　　γ：［0，1］一→W
で・γ（0），γ（1）∈B＝∂W，0＜s＜1でγ（5）はInt　W内のJacobi計量
（4・7）のgeodesicであるものが存在したとする．このときγは定理2の周
期解を与える．
　正確には，適当なtime　change　s－→tによって，9（t）＝γ（5（t））とし，
P　（t）を（2．4）で与えれば，（q　（t），P（彦））が求める周期解になるということで
ある．
　さて，boundary　Bの近傍での解曲線qb　（t）の様子をしらべるために，ま
ず，次のように座標変換をする．
　　　　　　　　　　　　　　　－23一
　b∈Bの近傍で，座標変換
　　　　　　　　9ニ（ql，…，　qn）←→x＝（xl，…，　xn）
によって
　　　（4．9）　　　　〔ノ＝し「（x）＝h－xn．
　これは，hがσのregular　valueであるから，通常の陰函数定理により
得られる．
　いま，xl，…，　xn’1をまとめてcrで表わしxニ（xt，　xn）と書く．この
ときBは
　　　　　　　　　　　｛xニ（ct，　xn）；xn＝0｝
Int　Wは
　　　　　　　　　　　｛xニ（xノ，xn）；xn＞0｝
で表わされる．
　ここで，（4．6）の解としてのparameter　tとJacobi計量のgeodesicの
parameter　sとxnの関係を9b（t）のt≧0が小さいときについてしらべて
みる．
　9b（t）は初速度が0で，加速度一▽σがxn方向にはたらくから
　　　　　　　　　　　　　　¢n～t2．
　彦と5の関係は（4．8）から
　　　　　　　　　　審一1－i劉Jac。b、
　　　　　　　　　　　　≒》（h一σ（・））（夢）2
　　　　　　　　　　　　≒、／xn（2t）2
　　　　　　　　　　　　～t2．
　したがってs～t3，故に
　　　　　　　　　　豊　　　（4．10）　　　　xn～s3
を得る．
　いま，b∈Bの座標を（x「，0）とし，9b（彦）∈W，か≧0小，の座標をあ
らたに
　　　　　　　　　　　　　　⊇24三
　　　　　　　　　　　　　　（y’，5）
とする．ここにy「＝xtでsは曲線qb（t「）；0≦〆≦tのJacobi計量による
長ざ
　十分小さいs≧0に対して，これはC°座標変換になっている．∫＞0の
ところとx”＞0のところではC°°変換である（（4．10）参照）．
　このとき
　補題4．　2　曲線y1＝const．と曲面s＝const．は直交する．
　（証明）boundary　B上の任意のcurveを（yノ（λ），0），またx（λ，∫）＝
（y’（2），s）、とおいたとき
　　　（4’　11）〈一器・嘉〉一・
が示されればよい．ここに〈，〉はJacobi計量による内積．
　λをとめたとき，x（2，　s）は，　sをarc　lengthとするgeodesicであるか
?
　　　　　　　晋寄一・・nd〈∂x　　∂x∂s’　∂s〉ヨ・・
ここにD／∂5は曲線に沿う共変微分．
　この第2式を2で偏微分して
　　　　　　　　　　・一÷〈∂x　　∂x∂5’　∂s〉
　　　　　　　　　　　一・ぐ昇嘉一警〉
　　　　　°　一・〈D　∂x　　∂x∂s　∂λ’　∂s〉
を得る．
さて・S－・…tな・曲面の接vec・㏄蕃の誓一の射影く蕃
馨〉警のs方向一の変化を計算・てみ・・
　　　　書［〈霧・警〉薯］
　　　　一（£傷髪〉）」壽＋〈蕃警〉£警
　　　　　　　　　　　　　　』25…L
　　　　一（〈繍・髪〉＋〈蕃・晋一審
　　　　＝0．
一方X（…）一驕E警〉寄・おく・際
ass↓0であるからllX（え，s）1－→Oass↓0．
　しかるに上の計算から
　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　ds
〉）窪
卜1・ll」許トo
　　　 　〈x（…）・x（…）〉
　　　　　　　　　一・〈書一x（2，・）・x（2・s）〉
　　　　　　　　　ニ0
なのであるから　II　X（2，　s）ll≡…0
　したがって（4．11）が得られた．’『霧　　　　　　　　　　・　　　・
　いま，xnなりsはBのある点の近傍で定義されたが，　Bはcompactな
のであるから，Bの近傍（のW側）で共通にとることができる．以下そのよ
うに考えるものとする（H－1㈲：compactの仮定からそのprojectionとして
のWはcompactであり，したがってB＝＝∂Wもcompact）．
　さて，Jacobi計量はB＝∂Wで退化しているから，解曲線g（t）が0≦
t〈°。で定義されていても，そのarc　lengthは。。とは限らないように思え
るが，実は
　補題．4・3　9b　（t）∈Int　W　for　all　t＞o＝⇒arc　length［9δω；0≦彦
＜。。］＝。。．arc　lengthはむろんJacobi計量によるものである．’
　（証明）　まず次のことを示す．
　　　（4・12）　十分小さいδ＞0とa＞0が存在して，｛0≦xn≦δ｝に
　　　　　　いるtotal　energy　hの解に対して
　　　　　　　　　　　　　記πω≧a。
　実際，方程式の形は，座標変換でかわらないから，（4．6）はxで書いて
　　　　　　　誇・∬』－r・踊霧’霧々一麦う・・移
となる・ここで，簡単のため傷，r㌔等はqのときと向じ記号を用いた．
　　　　　　　　　　　　　　－26一
（4・・）から謬一一…であ・から，i－・として・の式は
　　　　　　　　　　　xn＝－r・ゴ・流・＋者ろ　
となる．
　いま，「㌦，bnnはBの近傍で連続であり，（btゴ）は正定値対称であるか
ら，
　　　　　　　　ヨδ1＞0，ヨβ＞0　　　　　　　　　．
　　　　　　　　・…音bnn≧β・n｛・≦xn≦δ1｝
としてよくまたT（x，効を最初に与えられた運動energyとすると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」ヨδ2＞0，ヨK≧1
　　　　　，．・．トr・，、がが1≦KTI諾，　th）・・｛0≦xn≦δ、｝．
　そこでδ＝Min｛δ1，δ2，β／2K｝とおくと
　　　　　　　　　　　　　｛0≦xn≦δ｝
においてT十σ＝hなる解はxrp＝h一σニTであるから
　　　　　　　　　　1－rπゴ々がが1≦KT（x，適）
　　　　　　　　　　　　　　　　　≦Kδ≦β／2．
　したがって
　　　　　　　　　　xn≧一・1－1”’・’・　t」　th　1＋麦ろ㈱
　　　　　　　　　　　≧一書＋β
　　　　　　　　　　＿β
　　　　　　　　　　一7’
　そこでβ／2＝aとして（4．12）が得られる。
　さて，total　energy　hの解は，　｛0≦xn≦δ｝においてはT≦δであるか
ら・Bのcompact性から　あるA＞0がとれて
　　　　　　　　　　1が1≦ノ40n｛0≦xn≦δ｝
となる．このときtotal　energy　hの解がtl≦t≦t2の問｛0≦xn≦δ｝にい
たとすると
　　　　　　　　　　　　　　一27一
2A≧が（t2）一が¢、）
一～：1　xn（t）dt
≧α・　¢2－’1）　　　　←（4．12）
（4．13）　　　　t2－t1≦2A、／a．
　すなわち，total　energy　hの解は，｛0≦xn≦δ｝には2A／a秒以上いられ
ないということである．
　ここにδ，A，　a＞0はBだけに依る定数．
xn
?
’％
O
κ冗i
1 、
?
? ?
??ー ?
1
?
?? ?
1
?
? 1
?
B
? 1 1 1
5 …
??? ?
? ? 1 ?
1 1 1 ?????
1 1
【
1 1 1 1
1t1 ，?? ??? t2　　　t
　いま解qb（t）が，領域僕；｛0≦xn〈δ／2｝にはいったとする．すると，そ
の前に比π＝δを横切る最後の時刻彦1があり，上に述べたことかち，2A／a
秒以内に｛xn≦δ｝から出ていく．
　さて，こういうことが，有限回しか起こらないとすると，1回にっき2／1／a
秒以上はかからないのだから，g。ωは無限の時間W－Ptにいるこどにな
る．
　ところが，そこではm＞0が存在して
　　　　　　　　　　　　　　h一σ≧7n．
一方qb（t）はT＋σ＝hを満たし，その微分qb（t）のJacobi計量による大
きさは
　　　　　　　　　　　　　　r28一
　　　　　　　　　　　》（h－u）T＝h－u≧m
なのであるから，結局arc　length。。となる．
　また，そういうことが。。回起こったとする．このとき曲面｛xn＝δ｝と
｛xn＝δ／2｝を結ぶ部分が。。個あることになるが，これらの曲面はいずれも
compactで共通部分をもたないから，そのキョリは0でない正の数である．
それを越える長さの部分が。。個あるのであるから，この場合もarc　length。。
になる．　簸
　§5　0rthogonal　Geodesic　Chord　　　　。、
　補題4．2で述べたように，解qb（t）ど曲面個3const｝とは直交する．
　そこで，小さなδ＞0に対し
　　　　　　　　Wo＝W－｛y＝（yt，　s）；0≦5〈δ｝
とおくと，　Weのboundary
　　　　　　　　　　　　　Be＝∂恥＝｛s＝δ｝
の2点を結ぶgeodesicがBδと直交しているときorthogonal　geodesic
chord（以下略してo．9．　c．）ということにすると
　補題5．1　ある小さなδ＞0に対し　IVaのo．9．　c．が存在すると，そ
れが定理2の周期解を与える．J
9b（t）
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　一般のcompact　Riemannian　manifold　with　boundaryには，必ずしも
0．g．　C．は存在しないことは，下図のような例からわかる．
　ここに計量はR2のstandardなもの．
　そこで，boundaryがconvexなものについてo．　g．　c．を求めることとす
る．§4で述べたWeはconvex　boundaryではないが，　conforma1に計量
を変えることによってconvexにするのである．
　以下Mをcompact　Riernannian　mfd．　with　cen▼ex　boundaryとする．
　その意味は，Riemann計量をboundaryの少し外まで拡張して考えるとし
て，∂Mの十分近い2点を結ぶ（uniqueな）geodesicが，　Mに含まれるこ
とである．
　このとき，Mの任意の2点は十分近ければ，　M内でuniqueなgeodesic
で結ばれる．
　dをM上のRiemann計量から導かれるキョリとすると次のことが成り立
つ．
　補題52　あるη＞0が存在して，
　（i）x，y∈Mでd（x，　y）≦2ηのものは，　uniqueなgeodesicで結ばれ，
それはx，yにsmoothに連動する．
　（ii）x∈Mでd（∂M，　x）≦2ηなものに対してはπ（x）∈∂Mなる点があ
　　　　　　　　　　　　　　　一30一
って，xとπ（x）を結ぶgeodesicは∂Mと直交する．また，対応xト→
π（x）はsmoothである．」
　さて，M上のp．　w．（piecewise）C°°curve
　　　　　　　　　　　　c：［a，b］一→M
に対して，その長さL（c）とenergy　E（c）を次のように定義する．
　　　　　　　　　　L（c）弍1・（・）1・dt・nd
　　　　　　　　　　E（c）＝麦～：1∂ω陵
　このとき
　　　（5．1）　’　　L（c）≦肉／b－a　s／2E（c）
が成り立っ．
　等号はc＝c（t）がarc　lengthに比例してparameterizeされているときに
限り成り立っ．
　なぜなら，一般にHilbert空間で1（x，　g）1＝1a　l　l　glが成り立つのは，そ
の“角度”が0かπのとき，すなわち，xとyが平行のときであり，このこ
とはli（釧≡const．を意味するからである．
　さてP，q∈Mでd（p，　g）≦2ηなるものに対して，　Pとqを1秒で結
ぶ最短測地線をCpgと書く（ηは補題5．2のもの）．
　このとき，次の補題は，Palais－Smaleの条件（C）に対応する基本的なもの
である．
　補題5．3　P，qをd（P，　q）≦ηなるMの2点，｛Pn｝，｛9n｝をそれぞ
れP，9に収束するMの点列．
　　　　　　　　　Cn：［0，1］一→M；P．　w．（］c°
でCn（0）＝Pn，　Cn（1）ニ9n．
　このとき
　　　　　　　　　　　諏．．E（Cn）－ad2（P・　q）
であれば，｛Cn｝はCpqに一様収束する部分列をもつ。
　（証明）まずc．がCpqに一様収束するためには，
　　　　　　　　　　　　　　－31一
　　　（5．2）　　Vto∈EO，1］，　Vtn－→to，　Cn（tn）一→Cpa（to）
が言えればよい．
　これは，一様収束の条件を
　　　　　　　　　　アε＞0，Vto∈［0，1］，
　　　　　　　　　　ヨδ＝δ（to）＞0，ヨno　＝no（to）
　　　　　　　　　　S．t。　n≧no，　t∈［to一δ，　to十δ］
　　　　　　　　　　＝⇒d（Cn（t），　Cp9（to））≦ε
と書けば見やすい．
　さて，to∈［0，1コとしtn－→toとする．　Cn（tn）＝rnとおく．　Mはco・
mpactだから適当な部分列をとってr。σ）は収束するとして十分．それをま
たrnと書き，そのlimitをrとする．
　　　　　　　　　　　　CPn，n：［0，　tn］一→M
　　　　　　　　　　　　Crnqn：［tn，1］一→M
をunique　minimizing　geodesicとするとこれらはそれぞれcpr：［0，　to］
一→M，c，q：［to，1］一→Mに収束する．
　このとき　仮定から
　　　　　　　　　E（Cpr）＋E（c。q）
　　　　　　　　　＝lim［E（cρnrn）十E（Crnqn）］
　　　　　　　　　≦lim・E（C・）－td2（P，・）－E（C・・）・
　cpg：［0，1］一→MはPとqを結ぶunique　minimizing　geodesicで，
そのE－valueも最小であるから，この不等式はCp，　U　c，qがCpqに他ならない
ことを示している．
　とくに　 r＝Cpr（to）＝CP9（to）．
　したがって　rn＝Cn（tn）一→Cpq（to）。
　これで（5．2）が示された．　籔
　さて，path　space　Aを
　　　A＝｛λ：［0，1］一→M；p．w．（］ee，λ（0），2（1）∈∂M｝
と定義し，その上のdistance　d・・を
　　　　　　　　　　　　　　　一32－　　　　　　　　　　　　　　　L
　　　　　，　　　d。。（21，R2）ニMax　d（21（t），λ2（t））
　　　　　　　　　　　　　0≦t≦1
で定義する．
　このdistance　d。。に関し
　　　　　　　　　　　左（・）一者∫：iえ（・）1…
は連続ではない．そこで
　　　　d・（…R・）－d・（・・…）＋［1：（1・i・．（・）トIA・（のD・dt］1’2
とおくと，d1に関しEは連続となる．実際，　fi　（t）＝1　2，（t）「，　f2（t）＝1λ2（彦）1
・す…⑳第・項はllf・－f・・ll・L2・・・…）であり・E（・）一者1川2・2・・，’・）であ
るから，L2（0，1）におけるノルムの連続性から出る．　°　　’
　また，K≧0に対し
　　　　　　　　　　AK＝｛2∈A；E（2）≦K｝
とおく．このとき　　　　　　゜
　定理5．4　VK≧0に対して　　　　　　　　　　　」
　　　　　　　　　　豆）：AK×［0，1］一→AK
なるdefor皿ation（連続写像）で
　li〕豆）（・，0）＝id°：AK－→AK，
　｛ii｝9（λ，　t）はえをとめてE－decreasing．すなわち
　　　E（の　（え，　・　t））　　　≦　E（¢　（2，　　s））　，　　if　t≧5，
　㈹　の（λ，1）＝λなるえ∈AKはo．　g．　c．（もしくは∂M上のconstant
　　CUrve），逆もまた成り立つ．
　圃　0≦κ〈Kなるκに対し，C、をE＝κなるo．　g．　c．全体の集合とす
　　る．
　　このとき，C、の任意のopen　nbd．　mpに対し，ρ＝ρ（Pt）＞0が存在
　　して
　　　　　　　　　　　豆）AX＋ρ⊂1）e　U　AX一ρ．
　　　ここで，C・＝φのときには俣二φととってもよい．また
　　　　　　　　　9）＝の（・，1）：Aκ一一；→AK，’
　　　　　　　　　　　　　－33－一
　｛v｝ξ：AK－→Aκ；λト→R（1－・〉なるinvolutionに関し，各
　　　　　　　　9）（。，t）：AK－→AK，　t∈［0，1］
　　はequivariant，すなわち
　　　　　　　　　　　豆）（ξ2，　t）＝ξ9）（2，　t）．
　ここで，AKの位相はd・・によるもの．」
　通常のMorse理論にならってC・の元をcritical　point，　Cs≠φなるκを
critical　valueということもある．
　cornpleteなHilbert　manifold上の函数EがPa量ais・Smaleの条件（C）
を満たすとき，－grad　Eからgenerateされるflowの役割りを上述の¢
がはたすわけである．
　とくに（iv）が重要で，　critical　pointの存在を言うのに基本的である．
　簡単に条件（C）との関係をみてみる．ffをcomplete　Hilbert　manifold，
！：ff－→Rが条件（C）をみたすとする．すなわち
　　　（C）　　　｛Xn｝⊂M，　｛f（Xn）｝　：bdd
　　　　　llgrad　f（Xn）1！一一＞O　as　n→∞
　　　　　＝⇒｛Xn｝は収束する部分列をもつ．
　ψ‘を一grad　fからgenerateされる．flowとする・
　いまC。＝φとすると，ヨa＞O，ヨρ＞O
　　　　　　　s．t．　llgradfil≧aon　f－i［κ一ρ，　rc十ρ］．
もしぞうでないとすると，｛f（Xel）｝：bdd，11grad！（Xn川一→0，なる｛Xn｝
でf（Xn）一→κなるものがとれてC・　＝＝φに反するからである．
いま岳ノ（S・・（t））
　　　＝（gradf（SPt（x）），　－grad！（9）t（x）））
　　　＝－11gradf（90t（x））lI2
であるから，f’i［κ一ρ，κ＋ρ］で9tに沿って！の値は毎秒一a2以上減
る．　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　∴92ρ／。2詔κ＋ρ⊂M‘一ρ．
　これは（iv）に対応している．
　　　　　　　　　　　　　　－34一
（補題5．4の証明）
まずλ∈AKに対し
　　　　　　　d（2（ti）・λ（t・））≦SlliA（t）ldt
　　　　　　　　　　　　　　≦》’、一’、（1：：iA（t）1・dぞ）1／2
　　　　　　　　　　　　　　≦V－21E（2）偏
　　　　　　　　　　　　　　≦VIZtT偏
であるから，補題5．2のη＞O．に対して自然数Nを
　　　　　　　　　　　　　　N≧2K／η2
なるようにとると，0≦t2－ti≦1／Nのとき　d（λ（tl），2　（t2））≦η．
　このNに対し，λ　（t）；0≦t≦1をN等分して
λ（0）・2（毒）・…，R（・一毒）・λ（・）
を考える．さらに
P－・（・（ゐ）），・一（・（・－k））
とおく．
」
??、?ー?
　　
?
9（λ，」）
　　　　／¢（λ・1）．，
λ（旦）
λ（旦）
λω
このとき・P，　・（⊥N），…，・（・－k）・qをそれぞれ・／N秒で結ぶ…一
　　　　　　　　　　　　　一』35一
desicをつなげたものを9（2，1／2）とする．
　さらに，Pとえ（1／2＞）の中点をP1，λ（1／N）とλ（2／N）の中点をp2，…
とし，PとPzを1／2N秒，　PiとP2を1／N秒…で結ぶgeodesicをつな
いだものを9（2，1）とする．
　の（λ，0）ニ2とし，¢：AK×［0，1］一→AKが｛i｝㈹〔hi｝｛v）を満たすよ
うにするのは容易である．
　さて岡はさらに強く
　　　（5．3）　E（の（λ，1））＝＝E（2）ならば，2はo．g．　c．
と言える．なぜならE（9（2，1／2＞）＝E（λ）がこのことからいえて，CpaがP
とqを結ぶp．w．　C°°曲線のうちでenergy最小のuniqueなもの（時間は
指定する），またCpn（p）はPと∂Mを結ぶp．　w．　C°°曲線のうちでenergy
最小なuniqueなものであることから，それはλ＝9（2，1／2）を意味し，ま
たE（の（λ，1））＝E（9（2，1／2））から，9（λ，1／2）は折れていないgeodesic
であることが言えるからである．
al P2 a2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ　すなわち¢（λ，1／2）の分点をP，al，　a2，…，9（λ，1）の分点をp，　p1，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　しp2，…とすると，　Pa、，　a、a2，　a2a3，…間のenergyをそれぞ乳μ1，μ2，…，
侮；pip2，　p2p3…間のenergyをそれぞれレ1，　v2，…，　vπ一1としたとき，
　　　　　　　E（9（λ，’1ン2））＝μ、＋μ、＋…＋陶
　　　　　　　E（e（2・1））一」穿＋v・＋…＋VN－・＋」争
一36一
かつ・・≦μ1g・・≦μ2鉾…であるから結局㌧
　　　　　　　　　　　・・一μ1吉μ2…一μ2吉μ3ド・・
このことは，¢（2，1／2）は折れていないgeodesicすなわちo．9．　c．である
ことを意味する．これで（5．3）が示された．
　これを使って（iv）を証明する．まず
　　　（5．4）　　｛Cn｝をAKの点列で，　｛E（Cn）｝，　｛E（④cn）｝がともに同じ
　　　　　　　limitκに収束するとする．
　　　　　　　とのとき｛Cn｝のある部分列がenergyκのo．　g．　c．に収束
　　　　　　　する．
　実際Cn’＝9（Cn，1／2）とおくと，　E（Cn）≧E（Cn’）≧E（9Cn）であるから
E（Cn’）→κ．
　Mはcompactであるから，　c。’の各分点
　　　　　　　c・t（o）一・（Cn（・／1＞））・c・’（煮）－Cn（寿）・
は，n→。。のとき，　P，　al，　a2，…に収束しているとしてよい．
　P，al，　a2…をgeodesicで結んだものをc・・ノとするとE（c。。’）＝κ．
　また，9C。t　＝＝　9Cnであり，これは9C・・’に（Eを連続にする位相で）収束
するから
　　　　　　　　　E（¢c。。’）ニlim　E（9）Cn）＝κ＝E（c・・’）．　　　　一
　したがって，（5．3）からc。・’はo，g．c．である．
　とくに，aiとaゴ＋1を結ぶgeodesic（時間は1／2＞秒）：の：energyはκ／N．
　一方E（c。　1［∫1亙（i＋1）tN］）一→κ／Nasn→。。
である．
　なぜならE（c。　1［ブIN，（ブ＋1）μ〉］）≧［aゴ”＝　cn（タ／N）とa”ゴ＋1＝Cn（（i十1）／N）
を1／N秒で結ぶgeodesicのenergyコー→rc／Nであり，これをN個加えた
ものはκに収束するからである．
　したがって　補題5，3から，｛Cn｝のある部分列はCe・’に一様収束する．
　これで（5．4）が示された．
　　　　　　　　　　　　　　　－37一
　さて，㈹を証明するために，κと棋に対し，そのようなρ＞0がないと
してみる．
　まず・9は連続で1DlC。＝idであるからヨ供’：open　nbd・of　C・・s・t・
9横’⊂pa．
　そして，アnに対して
　　　　　　　　　ヨCn∈A「c＋1／n，　s．　t．9）CnG…17LUA「c－1／n
すなわち，C。Gve’であって
　　　　　　　　　　・－t＜E（9Cn）≦E（Cn）≦・晴．
　したがって｛E（Cn）｝，｛E（9Cn）｝は，ともにκに収束する．すると　（5．4）
から｛c。｝のある部分列が，C・の元に収束する．これはc。　e　mp’に矛盾する．
　これで飼が証明された．　繊
　この証明は，［K］のApPendixによった．そこでは，　closed　geodesicに
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋対して同様のことを述べてあるが，それをboundaryがconvexな場合に適
用した．　　　　　　　　　　　　’
　さて，補題5．・4を用いてnon－constantなo．　gt　c．の存在をいうために，
次のようなpath　spaceのtopologyをしらべる．
　一般に位相空間Xとその部分集合・41，A2に対して
　　　9（X；A，，・42）ニ｛ω：［0，1］一→X，連続，ω（0）∈A，，ω（1）∈A2｝
と定義し，compact　Qpen　topologyを与える．
　Mをcompact　C°°manifold　with　boundary　Bニ∂M≒φとする．
　y＝9（M；B，B）とおきB⊂Yとみなす．このとき
　定理3．　Ho（Y，　B；Z）iF　O　orπk（Y，　B）sF　O　for　some　k≧1．
　（証明）（i）Bがarcwise　connectedでないとするとHo（y，　B）iF　O．
　実際Ho（Y，　B）＝Oとすると，　iY：B⊂YとしたときiY＊：Ho〈B）一→Ho
（のはontoになる．
　ω：［0，1］一→MをBの異なるarc　componentを結ぶpathとすると，
ω∈Yの属するHo（Y）の元は，　iY＊のi皿ageにはいり得ない．
　㈹Bはarcwise　connectedであるが，　Yだそうでない場合Ho（Y，　B）
　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　一一38一
sF　O．これは次のexact　sequenceから得られる
　　　Ho（B）一一レHo（Y）一一→Ho（Y，　B）一→O
　　　　ll　　　　・H・
　　　　0　　　　　0
　（血｝BもYもともにarcwise　connectddである場合．
　このときは　Tk（Y，　B）≒Ofor　some　k≧1．
　これを示すために，Bのbase　pointPを指定し，πk（Y，　B）＝O　for　all
k≧1と仮定する．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　j　Y’＝9（B；BiB）とおくとB⊂y’⊂Yであり，またB＝Y’．
　したがっていまの仮定から
　　　π盈（Y，B）≡πゐ（Y，　Y’）＝O　　for　all　k≧1．
　π：Y－→．B×Bをπ（ω）＝（ω（0），ω（1））で定義されるfibrationとすると
丘bre　Fニπ一1（P，　P）’≠XMはloop　spaceである．
　さらに
　　　π’＝πiyt：Y’－B×B，　F’＝π’－1（P，　P）＝ρB
とおくと，次のfibrationのcommutative　diagramを得る．
　　　　　　　　　　　　　9B－→Y’一一→B×B
　　　　　　　　　　　　　　∩9i　∩ブ　　［1
　　　　　　　　　　　　　9M－一レY－一→B×B，
ここに軌：9B⊂9Mはi：B⊂Mから導かれるinclusion．
　このdiagramから次のhomotopy　groupの10ng　exact　sequenceが得ら
れる（k≧1）．
πゐ（Y’）一→πh（B×B）一→π胴（ρB）一→πk．1（y’）一→πk．、（B×B）
↓ノ・　　↓一　　↓（9・）・　レ・　　1一
πk（y）一→πk（B×B）一→π々．、（9M）一→π胴（y）一→πk．、（B×B）
πk（y，Y’）＝Ofor　k≧1と仮定していたからノ＊：Zk（Y’）21：・Zk（Y），　k≧0・
したがって丘ve　lemmaから次のdiagramを得る（k≧1）．
　　　　　　　　　　　　　　　－39一
　　　　　　　　　　　　　　　（9i）＊
　　　　　　　　　　　π陀．1（9B）…≡π盈．1（ρM）
　　　　　　　　　　　　～ll　Q　　　～II
　　　　　　　　　　　　π々（B）低　　πk（1吻．
　故に　i＊：πk（B）9πk（M），k≧1．
BとMはともにarcwise　connectedであったから，このことはi：B⊂M
がhomotopy　equivalenceであることを意味する（B，　MはCVV　comPlex）．
　一方でB＝＝∂Mであるから，こういうことはあり得ない．
　これで爾の場合も証明された．　脇
　さて，A＝｛λ∈Y；p．　w．（》｝に2っのdistance　d・・，　d，を考えたが，一般
にd。。≦d1であり，energy　functional　E：A－→［0，∞）はd1では連続で
あるが，d・・に関しては連続でない。
　しかし，補題5．4はd・・に関して成り立つのであった．
　このことは，次のことが言えるので，あまり気にすることはない．
　補題5．5　　（A，d，）＝（A，　d・・）⊂（Y，　d。。）
は，いずれもhomotopy同値．」
これは［M］の§17の定理17．　1の証明と同様に与えられる．
また，あきらかに次のことが成り立っ
　　（5．5）　　ヨε＞0，s．　t．　BttAε．
したがって，補題5．5と定理3から
　　（5．6）　　πk（A，Aε）≒Oforsomek≧1．
　以下，記述の簡単のため，homotopyのcaseだけ考えることにする．
　いま，a∈πk（A，　Aε）をそのnontrivialな元とする．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●　aの代表元fは
　　　　　　　　　　　f：（Dk，∂Dり一一→（A，　Aε）
なる連続写像で
　　　（5．7）　　Im！（‡Aε
である．なぜなら，そうでないと，aは相対homotopyπk（A，　Aε）の中で
消えているはずだからである．
　　　　　　　　　　　　　　　－40一
　そこで．
　　　（5．8）　　κ＝inf　sup　E（Im！）
　　　　　　　fEa
とおくと，　（5。7）から
　　　　　　　　　　　t　　　（5．9）　　　　rc≧ε．　　　．’，＿一．一
　ここで，はっきりとは書かなかったが，いままでの話はAのdistanceを
dc。としている．：したがって，　Im．fはAのcompact　subsetであるが，．Eが
連続ではないためrcは有限かどうかすぐにはわからない．
　　　　　　　　　　　　　　　　　も　　　　　　　　　　　　x　　　　　　　
　しかし補題5．’5から，　　　　　　　丁　　　’　　　　　　　！　　．
　　　　　　i＊：πk（Awith　d，，　B）窪πh（A　with’d。。，　Ae）’　∫、
となるので，aの代表元の中にd，に関して連続なものがありさそれに対し
E（lm　f）は有界であるから，’κ〈。。である．．　　　・、こ
　MiniMax原理には，9の連続性は必要だが，κの有界性さえ出れば・Eの
連続性は必要でない．
　このとき
　　　（5．10）　κはEのcritical　value．
　　　　　　　　　　　　ゆ実際，そうでない，すなわちC・＝φとする．
　K＝κ十1とおいて補題5．4の
　　　　　　　　　　　の：Aκ×［0，1］一→AK
を考気る．ρ＞0を働で伊＝φととったときのものとする．
　κの定義（5．8）から
　　　　　　　　　　ヨ！∈亭s．t．　Im　f⊂Aκ＋ρ・
　　　　　　r　　　　、
Aε）なるhomotopyを与えるからf’∈a．
　一方　飼からImf’⊂Aκ一ρ．
　これはrcの定義に矛盾する．　籔
?
このときf’－O（…）・！とおくとED’（・・t）は（A〈・Aε）一→（AKr
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
このことと，（5，9）をあわせると，我々は次の定理を得たことになる．
定理4．　Compact（〉。　Riemannian　manifold　with　convex　bgundaryは
　　　　　　　　　　　　　一41一
少なくとも1本のnon・constant　orthogonal　geodesic　chordを持つ．」
　この間の事情を，少し目に見えるように説明すると次のようになる．
A
supE（エmf）
　　　　　　　　　　　　　　Aε，
　図ではAは2次元的に書いてあって，π1（A，Aε）が消えない場合であ
る．
　図でわかるように，fをいろいろ動かしてみて，その中でのsup　E（Im！）
のinfをとるとsaddle　point型のcritical　pointを与えることがわかる．
　この問題のように，Eの最小値がtrivialなcritical　pointしか与えない場
合には・Mini－Max原理によってsaddle　point型のcritical　pointを求める
ことになる．
　　　　　　　　　　　　　　　－42一
その場合にpath　spaceのtopologyが問題になる，
§6Jacobi計量の共形変換
最初のHamiltonian
　　　　　　　　　　H（・，P）一者鞠）ρ・1）1＋σ（・）
にはいっている（α紛と，与えられたtotal　energy　hを使ってJacobi計量
は，計量
　　　　　　　　　　　　　音a・i　（q）dg・dqゴ
を共形変換（（h一σ（g））倍）したものであったが，§5の議論を適用するため
に，さらに変換する．
　しかし，今度は，boundary　B＝｛U＝h｝の近傍だけで，しかも，（yt，5）
の座標で　Sだけの函数をかけることになる．
　boundaryのどれくらい近くのところを変えればよいかというのは微妙な問
題で，実はそこに，このやり方の本質的な困難さがひそんでいるのであるが，
そのことは，次のsectionで議論する．
　§4で定義したBの近くでの座標（y’，s）は，　y’を一定にして5を動かす
と，それはJacobi計量に関するgeodesicになるようにとったものであるが，
そのことは，Jacobi計量にsだけの函数X（s）＞0をかけた計量（それをdS
とする）に関しても成り立つことをまず示す．
　sのことをyn，　Jacobi計量の成分を9tiと書くと，補題4．2から
　　　（6．1）　　　9in＝gin＝：o　　if　1≦i＜n．
　またsはgeodesicのarc　lengthにとっているから
　　　（6．2）　　　　9nn＝gnn＝1．
　これらのことを注意して
　補題6．1　y’を固定して，y・　．，　yn（τ）を適当に与えたものがdsに関す
るgeodesicになる．
　（証明）伽＝X（yn）伽をdsの成分，　r騙をσσに対応するChristoffel
のSylnbolとする．
　　　　　　　　　　　　　　　－43一
　u＝U（τ）を常微分方程式
　　　（6・・）・・＋音x－・ω綱磁一・
の解でu（0）＞〇十分小，猷0）＝1をみたすものとする．
　このとき，y’≡一定，　yn＝u（τ）で与えられる曲線は45に関するgeodesic
である．
実際1≦i〈nに対してはびニili・．　oであるから
ところが（6．1）
　　　　が十ハ磁ゴψk＝r㌔η磁，
，　（6．2）から
　　　戸㌔一参び瓦（2∂9hn＿∂9・n　　　∂yn　　∂yh）
　　　　　＝＝　－1－h；．9’n（・一、象・（yn））
　　　　　　　　　　　＝0
またitnに対しては，
　　　　　　　　　　拶n十」Fη磁勉ゐニti十P”nnabab．
ところが
　　　　　　　　鉱・一麦ず肋（2∂9bn＿∂9nn　　　∂yn　　∂yh）
　　　　　　　　　　　一　－il－gnn∂1。9nn
　　　　　　　　　　　一者ズ・ω死ω．
uニu　（τ）は（6．3）を満たすから，補題が示された．
　さて，δ、をynがB全体で（0，δ・コで定義できるくちい小さくとる．さ
らに
　　　　　　　　　　　　　0＜δ3＜δ2くδ1
なるδ2，δ3をとる。
　　　　　　　　　　　・・［・・…］一一陸・］
をc°°函数で
　　　（6．4）　　Z（δ）＝1　forδ∈［δ2，δ1］　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　－44一
　　　（6．5）　　　　Z（δ3）＝＝1
となるようなものとする．
0 亀　　δ〉
?
　また0〈δ＜δ1に対し
　　VVb＝Int　W－　｛0　くynくδ｝
　　Bδ　＝∂w6＝｛yn＝δ｝
とおく．
　あきらかに「W63VV，　BδssBである．　　　．
このとき，次のことが成り立つ
　補題6．2　δ1を十分小さくとり，－x’（δ3）
convex　boundary．
（証明）
Ba3
を十分大きくとるとBδ、は
　　　　B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　gl
　Bδ、がW6、のconvex　boundaryであることを示すには，　Int　W内の
geodesic　y（t）でBδ，にある点bで接するものは，すべてWδ・の外側へは
じかれることを示せば十分である．
　すなわち，y（t）が　　　’
プ
6
w妬
??
ッ（の
一45一
　　　yn（0）ニδ3，ψn（0）＝0；｛
　　　が（0）はブ＝1，…，n－1のどれかで消えない
という条件をみたすとき，ザ（0）〈0であることが示せれば十分．
　伽＝X（yn）伽，「％を補題6．1の証明の中におけるものとする。
　y（t）は伽に関するgeodesicだから
　　　　　　　　　　　塑（t）＝－r㌦シノ（t）雪k　（t）．
　したがってt＝0においては
　　　　　　　　　　　　　　n－1N　　　 　　蛍n（0メ＝一ΣFnゴ泌ゴ（0）が（0）
　　　　　　　　　　　　　　あゐ
b＝＝y（0）におけるFndb，（」，　k≦n－1）は
　　　　　　　　ル炉麺（∂ahゴ　→＿　∂クhk　＿　　∂9ゴk∂乙ノ々　　　　　　　∂シブ　　　　　　　∂yh）
　　　　　　　　　　一音σ一（　　　∂　一一∂yn　gik）
　　　　　　　　　　一掃、）赤（z（yn）…（y））
　　　　　　　　　　一一麦｛・’（・・・…（y）＋赤…（y）｝
　ここで（6．1），（6．　2）を使った．
　故に
　　　　　　　　　　　n－1　　　　2Yn（0）＝X’（δ3）Σ　9fk（b）ψゴ（0）が（0）
　　　　　　　　　　　」，　k
　　　　　　　　　＋舞赤9・・（b）9・（・）9・（・）
　　　　　　　　一第i｛x’（δ・）9・k（b）＋診（b）｝9・（・）9k（・）．
　び（0）；1≦亨〈n，のどれかは0でないのであったから｛｝の中の（n－1）
×（n－1＞対称行列が，負定値であればよい．
　ところが，bのs座標δ3を固定したとき，∂9dk／∂yn（b）はBがcompact
だからBとδ3だけできまる量であり，（gゴた（ろ））は」，んが1～n－1を動
くとき，正定値対称（π一1）×（n－1）行列である．
　そこで一x’（δ3）を十分大きくとることによって，｛｝の中身を負定値にす
　　　　　　　　　　　　　　一46一
ることができる．　　簸
注）補Wt　6．　2で一xt（δ3）の大きくとり方は，　Bとδ3に依存する．
　さて，ここでδ1＞0をさらに小さく，次のことを満たすようにとる
（6。6）
（6．7）
（6．8）
座標ynニsが0＜yn≦3δ1でとれる．
任意の（n－1）－vector　vt＝（vl，…，　w”’1）と，　gn，　zn∈（0，
2δ1］なるyニ（g’，gn），2＝（y’，　zn）に対し
n－1　　　　　　　　　　　n－1
Σ砺（y）がが≦2　ZI　aiゴ（z）がが．
¢，ゴ　　　　　　　　　乞，ゴ
σ（y）　＝σ（yl，…，　gn）はgn∈（0，2δ1］でmonotone
decreasing　in　gn．
　これらは，Bがcompactであるから可能である．
　さて，アδ∈（0，δ1］に対し
　　　（6．9）　　　　wδ：［δ1，　3δ1］一一一〉［δ，　3δ1コ
を次をみたすC°°函数とする。
wδ
δ一一一一ワ∠一一
　　　　0　　　　δ土　　　2δr　　　3δ1
　　（6．10）　　wδ（ρ）＝ρifρ∈［2δ1，3δ1］，
　　（6．11）　　　　wδ（δ1）＝δ，
　　（6・12）　　1≦τ砺（ρ）≦2ifρ∈［δ1，2δ1コ．
このwδを使って，次のようなdiffeomorphism
　　　　　　　　　　　　ψδ：隔、一→％
　　　　　　　　　　　　　－47一
P
を定義する．すなわち隅δ、上identityでδ1≦yn≦2δiに対しては
　　　　　　　　　　（y’，yn）1－一→（ガ，　Wδ（yn）），
　さらにhomeomorphism　Tδ：Aδ一→Aδをλ1∈Aδ、トー→ψδ。21∈Aδ
で定義する．
　ここにAδは鴨に対する（それをMとした）§5におけるpath　space．
　このとき
　補題6．3　任意の0＜δ≦δ1と任意の21∈Aδ、に対し
　　　　　　　　　　　　E（Tδ（21））≦4E（え1）．
　（証明）　λ（t）＝U”δ（λ1）（t）＝ψδ（21ω）とおく．
　1λ（t）12≦4　121（彦）12を示せばよい．
　λ1（t）∈恥δ、ならば1え，（t）「＝12（t）1
　λ1ω∈％r隅δ、とする．その座標を　（〃’ω，穿1”ω）とすれば2（t）の
それは
　　　　　　　　　　　（y’（t），yn（t）＝τσδ（Yln（t）））
である．このとき
　　　　　　　．　　　　　n－1　　　　　　　1λ（t）［2＝Σ9iゴ（2（t））び（t）　g」（t）＋（gn（t））2
　　　　　　　　　　　i，j
　　　　　　　　　　n－1　　　　　　　　　＝Σ（h－u（λ（t））b，」（λ（t））ψi（t）雪」（t）
　　　　　　　　　　十（吻δ（Yln（t））宙1n（彦））2
　　　　　　　　　　n－1　　　　　　　　　≦Σ（h－U（Rt（t）））2砺（λ1（t））び（t）雪ゴ（t）
　　　　　　　　　　十4（雪ln（t））2　　（6．7，　8，　12）
　　　　　　　　　　　n－1　　　　　　　　　　＝2．Σ9乞ゴ（λ1（彦））9i　（t）が（t）＋4（雪ln（t））2
　　　　　　　　　　≦41λ1（t）i2．　　鶯
　さて，定理3と補題5．5から
　　　πfe（Aδ、，　Bδi）≒Ofor　some　k≧10r　Ho（Aδ、，　Bδユ）≒0
である。同じことであるから，以下homotopyの場合を考える．
　aδ、をπk（Aδ、，Bδ、）のnon－trivial　elementとする，同型
　　　丁δ＊：πk（Aδ，，Bδi）≡πk（Aδ，　Bδ）　　ニ
　　　　　　　　　　　　　　　ー48一
を用いてaδ＝Tδ＊αδ、とおく．
　このとき，§5のMini・Max原理できまるcritical　value．
　　　　　　　　　　　　κδ＝inf　sup　E（Im！）
　　　　　　　　　　　　　　f∈aδ
に対し，次が成り立っ，
　補題6．4　ヨK≧1’such　thatκδ＋1≦K　for　anyδ∈（0，δ1コ．
　（証明）κδ、の定義から，ヨfi∈aδ、　s．　t，　sup　E（lmf・）≦κδ、＋1．
　このときΨδ。fi∈Tδ＊qδ1＝・aであるから
　　　κδ≦sup　E（工m　Tδ。fi）≦4　sup　E（lm　fi）≦4（κδ、十1）．
　ここで，補題6．3を使った．一そ．こで　　　　　　“’
　　　　　　　　　　　　　　1ζ＝4rcδ，十5　　　　　　　　　　　　’
とおけば，補題が得られる瞥一＿諺
　さて，Jacobi計量は　　　　：　　』　　　　　　　　　　1　’
　　　　　　　　　　　ds2＝（h－u（q））砺（q）dg¢dqゴ
で，それにynだけの函数z＝＝x（y”）をかけて共形変換したものを
　　　　　　　　　　　　　　dS2＝x（yn）ds2
としていたわけであるが造≦X（y・）≦・であ・ので麦ll・Jac・b・≦口2x≦
112Jac。biとなる．ここにIIJ。。。bi，　l　IxはそれぞれdS，　dSに関するnOrm．
　したがって
　　　（6・・3）吉E（2）≦左（・）≦E（・）
がvλ∈Aδ、に対して成りSZ’ﾂ．ここに左（λ）は、dSに関するenergy　func－
tiOnal
　　　　　　　　　　　、zv
　　　　　　　　　　　　E（λ）－tS：1えω肋
　§7　定理2の証明
　補題5．1により，あるδ＞0に対する％がJacobi計量dsに関する
o・9．c．（orthogonal　geodesic　chord）をもてばよい．
　また・定理4はbound軍yがconv堅なら9・9．　q・の存在を保証する．∫
　　　　　　　　　　　　　　　－49一
　Jacobi計量dsをある領域δ3≦yn≦δ2で，劉だけに関係する函数Z（yn）
をかけて共形変換したものをdS2＝X（gn）ds2と書いたが，補題6．2により，
Wち、のboundaryをd9に関してconvexにできる．
　ところが，補題6．1は，0＜yn≦δユでは，％；0＜δ＜δ、，に直交する
geodesicはdsに関するものも，　dSに関するものも，同じ曲線yノ≡const．
を与えることを教える．
　すると，このWa、の0．　g．　C．と，　　　　　　　　ろ
　　　　　0≦yn≦δ3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　δ＝0
期解を与えるように思えるかも知れな
い．
　ところが，δ3≦yn≦δ2で計量をかえ
ているので，Bδ、と直交するものはよ　　　　　　　薦＝dε
いが，上の図のようにW6、の0．g．C．
が一たん鴨、にはいった後，領域δ3≦yn≦δ2に，　Bδ，と直交しないではい
ってしまうと，もうその部分のdSのgeodesicは，　parameterをかえても
dsのgeodesicとは限らない．
　このことが問題をむずかしく（面白く）している．
　　　　　　　　　　　　　　　－50・一一一
そこで，次のようなtrickを使う．
　li｝定理2が成り立たないと仮定する．とくに§4で示したように，任意の
b∈Bに対し，g西ω，0＜t〈。。，はBに達しない．
　この仮定から矛盾を導く．
　補題4．3からqb（t），0≦t＜。。，のarc　lengthは。。である．
　（ii）δ・＞0，　K≧1をそれぞれ（6．6，7，8），補題6．4のものとする．
b∈Bに対し
　　　　　　　　　　　ab＝σb（s）：［0，1コー→W
を，qb（t）をtime　change　t←→sして，　ab（0）＝bかつσb（s），0＜s≦1
がJacobi計量に関するgeodesicで，そのarc　lengthが》π＋δ1に等し
いものとする．
　働　｛i〕の仮定から，このab（Vb∈B）はBに到達しない．
　したがって，常微分方程式の初期値に関する連続性と，Bのcompact性か
ら，b∈Bに依存しないδ2∈（0，δ、）がとれて，σbは，一たんWδ、にはい
ったら，以後ずっとW6，にいるようにすることができる．
　すなわち，σbから最初の0≦yn≦δ1の部分をσtbとすると，
　　　　　　　　　　　　　UIm・’b⊂1・tVV
　　　　　　　　　　　　b∈B
はcolllpactになるから，それをおおうような1］Va、がInt　Wの中にとれ
る．
　s1＞0をσb（s）が最初にBδ、にぶつかる時刻とすると，
　　　（7．1）　　　arc　length　｛σb（s）　；51≦5≦1｝＝》盈一
　國　δ3を（0，δ2）から任意にえらぶ．補題6．2の方法でBδ、がconvex
bOUndary　of　W6、になるようにできる．
　計量はdS＝X（yn）dsによるもの．
　故に，定理4から％、のnon・constant　o．9．　c．が存在する．それを
　　　γ：［0，1］一→VVfi，　　　　　　　　　　　　　．’
とする．
　　　　　　　　　　　　　　　－51一
　　　　　　　　　　　　　N　　　 　　　E：Aδ，一→［0，◎Q）
をdSに関するenergy　functional，
　　　（7・・）左（・）－Sl：X（2n（・））li（t）12Jac…dt　・
とする。ここにλn（t）は2（t）のyn座標，　l　l　J。，。biはJacobi計量dsに関
するnorm、
・のとき詐・≦・であったから
　　　（7・・）麦E（・）≦左（・）≦E（・）・
　したがって，γ∈Aδ，のE－valueをMとすると
　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　　 　　　 　fi ＝ inf sup　E（lm　f）
　　　　　　　　　　　　　fセaδ，
であったから（7．　3）よりM≦κδ、．
　Kを補題6，4のものとすると
　　　　　　　　　　　　　　fi≦κδ、≦K－1．
　とくにE（γ）＝Xであったから
　　　（7．4）　　　E（γ）≦K－1≦K
　〔v｝bをγ（0）＝（yノ，δ3）と表わしたときの（y「，0）∈Bとする．
　このとき，σb（S）を考え，σb（S）が初め
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9
てBδ、，Bδ，に出会う時刻をそれぞれs3，
s2とする．
　ずるとγとσめはδ3≦yn≦δ2で切り取
られる部分は，一致している（その先でも
一致している．ただし速度は同じではな
い）・　　　　　　　　　　　　　　　　　0
　また，s2をγがはじめてBδ、を横切る
時刻だとすると　　　　　　　　　　　．
　　　（7．5）　　　arc　lengthds．γ1［S2，1］≦》1π
　∵）左辺≦arc　lengthd9　rl［o，1コ
　　　　　≦》2左の
　　　　　　　　　　　　　　　一52一
b
　　　　　≦N／一灰一　　　　　（by　（7．4））
　ところで，W6、上dS＝dsであるから，γとabは（δ3≦yn≦δ2で一致し
ていたが，そのあとも）γがW6、にいる限り一致する．
　一方，δ2の決め方から，一たんWlδ，にはいったσb（s）は
　　　（7．6）　　　arc　lengthdsσb　I〔s2，　s］
が》2K十δ1－（δ1一δ2）＝・　Vliii十δ2以下である限り，％、にいる．
　σb1［・、，　s］に形の上で一致するγの部分をγ1［s，，　s］とすると，それがVVa、
にいる限りそのarc　length　w．　r．　t．　dSは（7，6）に一致する．
　すなわちarc　length　dsγ【［g2，　S］≦諏十δ2である限り，γ㈲∈Wa、．
　とくに（7．　5）からγ（1）∈W6、．
　一方　テ：［0，1］一→W6、，7（0），ア（1）∈Bδ、であったから，矛盾で：あ
る．　霧
Bδ3
一53一
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